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yeb!re~o~~.: Das in einer frUheren Arbeit [1] hergeteitete 
Verfahren zur al.'Lgemeinen Lösung der l?rElndtt-
sohen Grenzsohiohtgteiohungen wird noch einmat 
aua:f'ührtioh dargestel..l..t, wobei vor atl..em auf 
einige Einzel..heiten der numerisoben Rechnung 
näher eingegangen wird. Wusserdem werden einige 
attgemeine Aussagen über das Verhatten der 
Grenzschichten bei verschiedenen Druokvertei tun· 
gen gewonnen .. 
fil..~ ed e,r~ns: 
I. Einl..eitung. 
II ... Probl..emstel..l..ung. 
III. Numerische Behandl..ung der Differentiatgtei-
IV. Bestimmung der erstem Näherung. ohut~ 
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il*l~P11:\nl .!ii .. ~iÄt•r!st~e.'l!il•4qlWDit.Q .. ~yro~, •;t~;:a~igtn," 
von w. M a n g 1.. • r • Göttinaen. 
(Beri.oht der Aerod.ynamisohen Vereuohee.nstal.t Göttingen e,-v.,) 
,iA i&lltt!~lUll* 
Bei d.er Behand\ung von Difte~•ntiate;\eiobunsen, die nicht zu 
einttn der bekannten Typen gehören, ao dass m&n keine a\tsexntti,.. 
nen Sätze ~u. ihrer f.tösung anwenden kann~ ist es nahe\iegend, die 
Lös'"nl m.i t Bi 'Lte eines Itera~ionsve:rfahrena su suohsn .• Dabei ver ... 
eintacht man die gegebene Differentia\g\eiohung zu airier anderen, 
deren Lösungen man beherrscht, und versuoh:t!, ein• geeignete Lö-
suns der Näherunsasteiohung, die mögtiahst sohon die Randoedin ... 
aungen ~trfüttt, mit H1'Lfe des beke.nnton Ptoards.ohen Iterations-
V'erfahretuJ zu einer Lösung der ursprüngtiohen Gte1ohu:ng zu ver• 
besAutrn.~ Dabei hat :man vor a\tem cte.raut zu achten, dass die .Lö-
sungen der ureprüngtiohen und der Näherungsdit:terentiatstaiohune; 
in der Umsebuna etwa vorbendener •insu\ärer Ste'Lten~ubereinstim­
metJ.J so dass die G\eiobuna in der Vlll6•buns der betre.ttenden 
Ste1.\• eohon in erster Nliheruns vottständ:tg a;e\öst wird~ Dann 
'bei a\ten Iterationen kann ~n höchstens dort, wo die Lösung 
recu1..lr ist, mit einer sohnet \en Konvers•n~ re.ohnelh 
Das Verfahren ist /Sohon wiederho'Lt ansewendet word~tll. tL.:a. ist 
aut diese Weite von i!ll!l (Physikat ... Zeitsohrt ... 14 (191.3) s .. 6.39) 
und i'X\tU.ih (Ph11...Mas:.se:r., VI; 3~ (1.916} s.1) die :aoreohnuns 
der :Oruokverteituns an einem Tragt\ügetprofi'L in einer kompressib 
1-ten Potentia \ strömuns durchgeführt worden, und {if.I:t!I ( Journ,., 
des math.pures et appt. VI.$er, 9 (1913) s,.305 und 10 (1914), 
.s,. 1 01t) hat auf diese Weise die Lösung verhä.'Ltnismässis a 'L lgell•i-
ner quas1'L1nesrer Dit:fer•ntElat.gtaiohunsen vom pa.ra'botisohen 
t.rypus auf' die Lösuns der Wärme'Leitune;sgteiohung zurückgeführt,. 
Im Fotgenden so'L"L dieses Verfahren e1nme'L an einem spezie\ten 
Beispiet. praktisch durchgeführt wctrden. 
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IAiillt!ib!J• 
Die Bertohnuns der \e:mina:een ~enls€Jh1oht an einet' Wand mit 
be'U,tbii vo~&!tlebel'Utl' Drttokfttrt eoL \una xn1 'b lU. t:f'e der Prandti\lohen 
~OJail&0h1ohtgl,e~ohungen wut*de :tn •1ne:r t:ettherel?. Arbe1 t [ 1] auf tU.-. 
L~ts\l3111 •t:n&lr pe:rabQt:J.sohen Dttfe:t'ent1a1,sts:f.ohun.i lurüokge:t'tlhit't .~ 
d1••• \1etuv steh wiedtu:-wn mit H:t'tt• e:tnoar Iterationavtnff'ahr•n•, 
wi• llll sthtUl V~lt ilt!l:~ [2] ~~ LC5•~• ähn'Li4)ht·~ :tl:J.fterentia'Li\•1"" 
ohtJ.~s•• •ntce:wendet werden ist., au.t die LösWts de;r Wlt:mnetei'tn.uagaw· 
g\tt·olaung zurüoktühren" lttes•s It•u.•atiol:\s'Ve,rtaht'elt so'L \ hier 
aQ.eh eimna'L austt.1l:l:rti.oh da:ttgttatet. \t werd&lh G'Loiolazeit:ig wtrd aut 
v•.teoa:te4ene 1J1nae h1ni•w:tesen 1 cU.e bei det' :ourahtühruns; der num• 
risohen lttohnuna besonders ~u bta0lilten s$ftd.-, V~'r a1/Lem w~rd rur die 
e:rst.• »tUutt-WAI eine lf'Ullkt:tii:la vorgeeoh'tase:h di• von der Lt:seungs ... 
f&ktiGll miobt a'L\:au versohitden iatt so daeliit maxa thl$ Iteratioxu, ... 
ve·x-fahren naGb: wen~sen SGhttttttn ~r•~h. ··•n kann, was bei der im-
m,.o,•:ntn noht u.mtansre1ohen l'te<-lhnun&; ,die 'bel jedem Iteration•• 
1$hr1~t e:rtordor't,ioh iist 1. ein wescurtftiQheJ!1 Vortei \ ist. 
J\n.s(r)ll\\.1esae:a.d wer<ieu e:t.n11• a.\'Lgemeine A\Utsasen Uber d'-G 
V~t:rhattea der Gea~hw1ndia;keit~Sve.rte11uns~na. in der Grenzson1oht 1n 
d$%' Gesend A•• TJebe1"sans•• sur l~•••r•n :re:tbungs\QIH»n Strömune 
semaoht., Damit w1:rt ein :Sei ttt:tat •u. der :rrace sesetu.tat ob und unter 
we\ohea Vtnstät~den die be3t"e1t(l früher von ll!l,~·f, { ;] , W.!Uil [4] 
II.IH'ii [s] • lllJUU und iP.l ['] -wad. lt.!~li'•t [?] tu~ spllzlLe\'Le 
DrullkTertet'Lwgen be;rt.alule1•11 L~eungen der Grenzsohiohtg'tteiehunsen 
a~oh bei a'L'Lgemeinen :Pruokvertsi "Lungen auftreten .• Diea• Frage 1et 
ja zur Beurte:ttuna e\.\er 1n der F·ra:xira zur Bereohnung der Grenz• 
sohioht sebräuoh'tiohen Nliihtu.•ungsverfahren (z .:e.gg~l.b!-lQSI,Q [a J, 
li\li,•!.l und i2fl1!J& .. [9], i~i\ [1oJ ): sehr w:t.oht1es • .A:\ terdinsa kann 
. . 
man d.:t.e Gü1hi!l dieser Näherungsverfahren erst dann r1oht:f.g beurte;t ... 
\en. wenn nooh tte~ durohgereol:u'lett Beisp;t.e~t~ vor'Liegen;. die An•· 
\eituna hierzu sot\ dieser Beriaht geben. 
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41tlltl~Jmtt• \li'it1i ~-
sez~~t;tohnen . .v. und 1t d.it KQmpcmenten der Qeaohw:tnd1gke:1t 1n 
der 1\htibungssohioht 1ll X•· 'bzw* y ... ;Riahtuneh d. 11. para1/t.et bzw. senk· 
reoht ~ur Wand y ~ o, '11 die: kinemat:tso:tut Zähigkeit der Luft und 
U.(x) die m11 H:t\fe der Bernou.f..-l1sobet?. Gte:t.ohuns: aus der :Oruokver .... 
t•i \uns zu bareahnende GesohwindigkeittifVerte11..ung auaserha 'Lb der 
Rei~unceseh:toht, .so hat :m.$n ~·"Ur :ae.reahnung 'V'OJ1 te. und v die G'Lei-
ohu.nsen (ov:gt- (1.] ) 
A\$ :aandbedingungen hat matl die Raft.bedinsungU= o, v- = 0 an der 
wand un.ii die ~~~h\ussbedinsuns u.. U.. em tlebtJrgf:Ulß der Reiounsa-
s~hioht zur äusseren l?ot&:ra.t1a "tströ:m:ung ~u ~Jrfü1l.en" Der Kont:Lnu:t-
tä1u•steiobung genügt man. mit Hitfe der Stl?'o:m.tunktion Y(x,y) , indem 
llltlln u.::9fJ lT•- Sf se'bz'b und Y(X,O) ~:a 0 wählt. Duroh 
Einf'UllWUI :neuer Veränder1.1oh$:tt 
/! _ Jx U.(x) dx 
';) ~ UooL 
~ = ~ ~~) • (Ti; 
~·&--ifr-J r~ ·-Hi·~ 
kan:n man cU.e Grfl'll!lsohiohtgteiohung in eine für d1e Reohnung be ... 
que:m.eve ~1em.en*1ona"Lcuut Form ü'ber:f.'ünren (vg1.. •. [ 1] ) • Dab81 bedeu. .... 
tet Re:: U.a)Ljv d1$ mit ds:J: Bezqs61EUH)h.W1ndigke1t Uoo und der 
iht~tuaeft.änge L geb11d,ete Beynol.dasohe Zah1.. 
so wird 
Setzt man nooh zur Abkürzuns 
t:{:1 = « fs) 
1- g,{lc,y)- 1 k 
U. fx) - a.( ~ } · o ? 
1- -«(O,y) _ 1 (dt;) _ bl:9J. 
lA.(OJ - o.(O) ~4=~ G.{O) 
''\._< 
-4 ... 
Dam:tt ist die Berechnung der 'laminaren Grenzsoh1oht an einer 
wand bei bel.iebig vorgegebener Druokverte1tung auf die to1..ge~ 
de1 math~matisoh~Atlt'gabe zurüok;eführtt 
rnn.•:rha\ll. "-•• $'tlit•:it•••o § 5 ~ 1. . to ~"l ~ oo 
41e Lijeuns ~ ( S, "l ) lller Ditter•nti-tc1.•1ohunEt 
·~- g~~ = RfS·'l)=~·~(f)-f~ (i~J/ (1l 
$tlfu4lh1i, <U.'f den· Ranct\Htdin:Cul!lcen 
.. ~(~P)=O. Sq(~.O)=a(~) .· . ~~(~,oo) =0 
5~(0, "l)=b(~) . 
. [b(O)=a(O)jb(oo) =o] 
j61iU11,, wo'bei a(~~ eine f!eg$btne. F\llaktton T~tt ~ (.0 ~ g ~ .. 1) 
Uli'ld b (1/) s1n$ gea«fbeutt,> Ju~t:f.~Ja ven Tj (Oi 17 ~ oo ) iet~ 
{Ja~'ttt\\t Al)\e11iUflS$~· werd•'• duroh ana•httnl'bt I~d:i.ats lHJZai.CJh ... 
ntt,~:) J'a1/ts die Rtnd\tlrte a (.f} und b (1fl · •t•tts uad i•ftügend 
oft d1f'terenz1il!l:Uba:r t~di'l<t, Wa$ lmmt:r voraues•s•t~'b wer~en. 1\IGl.\, 
. s1n.d tUt Lösung<en V$Ja (1) üb•riit\ im En\t\i~lleWJ. l'ttgu\ltr. Sll.U,S\1\l 
1$t lil~:t die· tJm&~bu.•c ?~tt 17. = oo • De.a Ve!11hl!l;'t1Htn .de·:J~~ Lösun1en 
itl de~ V'qebuns dillf~tll" Stle'Lt• kann ·s~Jhr v•:t*s<thieden sein. 
.. . 
:rur den Fa'L\, '-aas b lilll o 1$t 'Und Q aaich für k:1.eine ·wer-
te von ~ W1f a • Q~ s + • , V<trhätt; v:au.•aehw1ndea dlle .A.b-
1..t11JUnlti'l~$).'. LöJJUl\\g•n VG>lll (1;} tül!' ,rese• ~ wi:e 
. ~· ·e-ClC.'la, 
""? (aa;} 
wie: ma~ du.:~tcll Yel!H9raana au t.tne'f n•uenl D1ft9l:'entia \&tt1ohun& 
Utl:r! AutUl.UtiU.llS dli:t.'' it-änd'th<t4insu:na:•:n (2) lflliiiX'l kata~, wobti 
llllln2!:/(\12S~~J a\11 ~Ucn 'Vcn.Z.'/E,Jrio' u.ul\~ /Vif :O•II:raolltet. 
:O~e l6s'tUllttn S aei'b$,t. b\e:l. b$n 'b~u;~ollJlnktp wlh:NJ1\Hi man die 
zw•:tta Ab~eit~a ~~~ :ges~ut die d:ritt1 Ab'LEti:but:ts ~~~~ verrua.oh .... 




- ' ..,. 
b (~} ntoh.'& 'tersshwindet 1 ab·•r tUt' srosae ~ das tbE&n ft\l:t 
~ ~ sttola1 \4e~t • Jlll'b..• \~ en ~etgt. 
In a\ 'ttn ditulefl!J :1'&1/~tn kann tnan a\so: die G'te~ohung (1: ): 
rlilht~u.qawt1s• \t;dUU~t; in.d.e1a •n R lll!l o ••tzt,., Man erhl\t dann 
:tü'! die Funkti~Jl 
tU,t; Wlllle\•1tU*l$SS'Lti~tu.mc, dl.tX*flU'l L6ttUI$ll btr1 den Re.ndbe4:tn-
8Uifl:J, (2) man sofort at.plta kann. lltt L~SU®.S ven (1,) wt~d 
tadu::rol'l auf die Ltie.U~.~ de:t ft).\,f!tnden I~1•a:rNatcteiohunl 
1 ~ fi z(~.~h~JbfylG(~,~;o,y)dy+~ a(x)Gy( ~~V; x,O)dx 
. -~JifR(x,y) G(~.~;x,y)dy)dx 
~tur.Uoks·•ttAh:rt.. :0..-•·1 1st R ( S, ~ ) jtttlt sestbe®. du)"eh 
R(~,ll)=g~·4} ~ dH: ~ (-f-) · (!H 
un.<a. G (S,n; x,v) lleZ~•iola:tl•t . 4u.~e GreenaQl\t ru.kt1on de.r Wärme ... 
·c '.1 . . :~ .··~ ~ ' \e:ituniStt\aiolauns tttll' , • ., q,ltäi"ant•'Sl:O :::x •oo,O = Y = oo , a\et> 
r 1 bt±lt] . G(f,ll;x,y)" vR· L e-~f!A; -e-ti$+~XI (6.); 
Di• Ia1es~ata1.eioh•a (4} \tbei a1 am 'beaiien du:~Yoh Iiut ... 
r:at1e~a, tnd•m man ~~lolil;$1 R • o s•tust, die so sewo~n•n• 
l:t~av.n:sZ=l0(g,?) 1~ R <~~~) e11atth~t,. tl•nn aus (4) t~n• neue 
l\Ulk11~nl==Z1(S,"l) bu:L'eohn•t, dies:• wi&Hier 1n R e&nfUhllt., 
un4 so tort, ~1t si~ll tU.IJ Junkt.1'1l1Xlfl~ 2 j innerhalb d&:r Reohen-
t•ft:e.utakett "-''•ht mehr b<lel':n.. 11n J:en:vel.'l•••'l)•w•:Ls. \1®.4 ed••, 
lt~'Lim'tlb$ßhlt~'IA®il :f'Ur tas Ite:atitUl$V',rtahrefl tat nQOh ta1oll.1 
lillk:tllltt1. Voraus~tieh1\iaita 1/autSJJli\iioh die $U.'\JS!preaht1:Udiem. tlebtl'• 
· J;t~Ctli 1'&®. iiU~% Cl.~Q•) l'lilfA !lillf tU.• G\•tti\Ui {1) Ulutr ... 
tM$1l11 An Zah\enbeilpie\eua lHU'tJits du.rohsetühi\'te ltohn.uttlt~ 
••ta•n •uoh; 4asa «ae V•:l~:llreil ve~l?il\iJJ.taltll!.i solln•\'L k(lta-
v•rtlf.t311 .. 
t>ti ~ti d:tf IiHUtation in (.4) aut1Ur•t•;tt.den :urues.:e-at:L~l\en 
.i 
tlutst,a •te.11 \iititr !d~ht tll',~\e•••• 4'l1fltlhf$1<t $() dass m$n 
tHd. tt•~ ~tt~ttlll:t'!1k~U:.t. t•l:' l•t~nu~ nwv.et'is4ht lfttk.ed*ln venem. ... 
den m.'t:lel .. 
JUr t\1& Gt~.-Uilk$11$ Cltil!' 4utohlttf'Üh:J?fl-~e.n n.wntl'isoh•~ 
lit01ht\u~a :httt •• st~iht- W$$WJ!li'tfl ... tah" ·dt.l$ btU; ä•t it·hant\uxal dllr" 
Gt•iöl\QI (4) ~U' ~tll1fi~$~$GUE'U\ dU.;"ßhl.\lt'tt~f't\ Si.nd,., D•nn: a\1.• 
Vtt*kom•n.tt•n 1J:l.ttertnt1.a\quovienttn 'Laßl&tl: s1oh lt'bent\\1\t.e a.u.::ol'l 
bttet itm~te Ift'\iesr• \t .da~s·tafl;~\ttm.,. 
te·~,.~t nuan -'\\~ A\lkil·l'ltml 
(9} 
A (g,~) =~ J a(xlGy (~.~; x,o)d~ 
0 
B (§,~) =~ J b ly)G (~, ~i9,j)dx 





Um llaoh Jer-tGB'I:Uitil der lt•tstn Nä.:ä~t:'\t!al i./<. fttw dtt J'Ut!lk~ ton ~ 
~:te (k+1). ... ._. !ilh~l!'ung 2k.-tf a-u$ ( 4-} lU D$$TJ1Ue)l (Ubt:r die Wallt 
de:t' o-;,.,n :Nihe~Ul\$ 20 W1P! '$l)l:ber nooh e1n1e:•• geaast Wel'dliUl) 1 
.I 
- r(J -
hat man ZJ< :Lta die l'fchte Seit• Ton (tf.} e.1nillu:ttlh:r•n. M~u1 
erhätt dclHt1 a. ~~~Y!l= ~ ·--ir ]if-d"?-f ~({t) {11) 
hat ~\t0 a\lsser lk au&h dift A\J\e11nJ.XLiellZ~t~ 1 2K ~~ . und lk~ 
ud U• Int•ara\e tzl\ d'l ut!Jlk.~ d"'l "" -utilll!llen. Allau•h•~t 
6 0 
ven 44tlr o-ten Nlrheruns, U:be:r ~1• aplter (Abaoh.nitt IV) no4lh 
J5u ap·J'.,Ohtt!!l aei& wird, is1S da ~k duvoh 
lK ( s, yt) = A ( ~, 11) -t B ( s, 'l) -t zZ ( ~, ~) 
CtS&'ItUl, wo1Dti ~ 
z;lS,"?l"'-~.J (J ~(x,y)G(~.~; x,y) d.y )dx 
ceat11t, tat • t(i) 4ttta m~an 41t .A:tb\e:Lt:una•;l na~h ~ d't.lrob Ditte-
~~lO.~itr•m von (,1.), {8.) U.4 (1,J) erha\t•n kaa:ra, wlhrend man 
lilt A.ll\t11Ju,r.u~:4na naah S am eintaobaten aus d":r e.ua (1) fols•a ... 
del Q\eiohuns 
{14) 
fi 0~ J ~" d11 = ~ {i!.,-(z~~ )v·o ~] R11dr &Jz~~ d '~J (15) 
wa<l 
f·~(%)" -t( lK~?-Rk- ~ Jzk d1)1 (16) 
Z.'Wi' bequemeren paphisohen. .Beatinuauna der Inte1:ra 1.e A(~.~), 
8(~ ,~) undl(s.yt) und Uare:r Ab~eitungtn. naoh ~. eohret'bt man 
4te G\•i~thung•n (7), (8,) lmd (19) IWtllkmäsai& i:n •1ner ran4·trsn 
411 GaUaltlitt Fth'Le3:'tukt:lQJA, S1~1l a1.ao 
cf>' ( 6):; 2. e _6" 
\fi I 
a~ findet ~tan. mit ,!en Abkür~nm;.en 
X 
r= I 
6 _1l+Y _ 6t~ 
' 2.- 2.~~-x' ... v1-r' 
- -- - - ------------. 
(17)· 
(19) 
-61n=61v=~=6'2y=62.n ::§Jt65 =..§'U• 1 :a ~2-x -- Öa.l (SO) c ..1 ... '.) -x '• " , 61 2.(~ -x) , s 2. - 61 
d:J.ff. G\ef.ehun&fll. 
6 '? - 6 - {-6 ) = ( ..,. t::' ) 0 = tv~ .. x· - vr-:r - 1 Y=O v2 y::;o 
a.(x) = ä(T) a'(x) = fä'(r) 
SE~t~e1u~t 1.11. J~ k\tine Wettte von 'Y! ist die «a.ases;ebene ro:raet 
tüi' A~"l of:t, .J$;k\e<aht b:r-.u$hblar,. Man reobn$1J dann beeser •·c: 
AnlSl)l = a.(~>Jf' + t~ -G1[vr ·ä'frl} d[~( o.y"r.,. a (ll}a) 
llit~lt:t'•ohnwa de:r.- 1f1J.nkti.onen A 1mll B nae' (22) 'W1d ~J) hat 
einer&&tts Clffl,l Vortai\; taJs die· TorkQletnd.•n ;t,Qtepetioaa-
:L.nte.rve:'t"!t• t1h11S 1.nurt:tolll tdnd, wat lllfi IU!'&phisohen Qder numel':f. ... 
•u•b.•a Int•t~tttt~n•a $4\>.A!- •••ent\ioh ~"'~1·..- An4t"<Jt."se:tta erspflrt 
xnea ~ttne Pr$tl8tl!>·t\dtans; MU 'brtaU;!l:bit vie\m.tll' nur die jttWt1-
\1c•a Wfl"t • von a. un.ct b üb fit: tea tn den. $okt.c•m. X\ruJlllt·rn 
aaa•a•~•n•a J'IA~~icuten autau:1a•as•n, d1t· ~n e:1rJ. für at\• Ma.t 
t~b·U'LiertUl k&llUi" 
Jkltapll'flOhfUil.Aea g:t tt tür die Btreohnuna dttr Doppetinte .... 
..... 10 ... 
j 
y auattU\ttif ~ .setzt me~a; 
s"(~,re.)=- t}. Rk !x,y l d. {'~>l&.l- <#>( 6~l} 
[~s ist SI\(S,~i5l=R~cJs.~)] l a 
S~(s,n ;x)=v'S Y1-r'·S~tb(~,~ix)=~ LRK(xly)d. [e .. 61 + e- 6~] 
l -r y•o 
[es ist s'(s,"l;~): o] 
S: <S, ~; x) = 5 ·11-t ·S""'~IS,~ ;x )= ~ lp,k lx·y )d [ &te -6.':.. 6.e-6q 
[es ist S"(s,~;s) =o] ) 
tf, f~\gt a\ts ( 1 ~) t 
1 z;ls,Ti)=sTJOs/((~,~;5 •yo}cfy- • 
z;'!(S,'Il =SJ. sk'I(S.'/i S ·r)ch=Vf). S~ (tlli r-~) !JF.r 
* . cJ'i.* I.. ( ) J II :) dr zk~~ ts,l}) = R}\ ( S·"l) + ~= s ... :O si(~Yl s, ~ i 5 ·r d.r;Jos/< (s,~ i r';) A=r=' 
.. "" 
(24) 
lßt1 Z~yt~ t~Jfiell\t $$ si01$." die IW$11Ut, In:t~~grat1on ülH$l' 'r 
(,wta11st1Äl.l ft\1' kl1etnt '1 •We:t!tt) d'Wt..'~h ein• Int•stNa'b1()ll 'U\Har 
w•,~~~' ,,,, lilA in,,s~:t•:r~t·1U\$ F~leht t~!i> ve~t~~~;, tv:ht4; de.t• a•~ 
Itttep~tttll S''/ { 1-r*) 1m. liac•~ lnll$tSi'ä":Loal~·•1leiGb0~~~1 
t·'lwa b'l «•~••t.b•n Gr~••·•n~l'd$u.nac b'L•U~.'t. 
Zwt·l)lali.e~!l.l wi:t'~ man tl:L·• 1UJ'rtehnuns ~d•~ Jrtmktt.on.•-. A, 8 
U4 2~ ~~ d.~CJb:NUll'$1\; <1ä~Hf llll!e. IUf~lt ·tlaf$ ~Wei.te ,A,.b-\ei"" 
'tlunc na·Qh ~ ~tit Hi~·:t• dt~ ebtl. ~nsegebtn•u Intec:re.lo be•t:t•t 
da:t'aU$ dUltol\ sraphi.sahe :tu..tag~at~~n (.&us~&h\tn Qdtr J?1itan1mt-
trr.ielt'e~;} die •r.ste .A/t.rt,eituns n.a0b Yl Wld die F'!Anktton•n ts\bst, 
. ~ 
und ·•nd/1..1()~ d:u:re;n nool'Un.alts~ Intesrat:to~ a.:t• runktton~st J Ad, 1 
C) 
J 8 d.'il und J 1:".*rJ.."t , die un ja eb9nta tts bt:t der Se:reoh-
o 0 
n-uns v~n R (~,"l) l!>nuobt. Dit d·ttlti. euttretsnden Inttsret1ons-
k~ns1:uu:rtien 'o•at:t.D%tlt maa aua den Randbe~ixasunsen (2) und deu 
d\U!Ql'l. (i ') bes.,on:r~tbene:n l!l'flin:Pt~t1aohe:a Verhatten der L6aun ... 
a•n~ 1111 K~\fe vo·n (3) und (10} erhält man die Bsd1nsunsttu 
Für~ =0 ist (26a l 
A -=-0., B =0, l: = o 
und für· "l • oo :t•'' 
Ho * A::: 0 I A"l =0 I B =0 I 8~=0 I 'll<. =0 ' .l~e~ =0' {26b) 
A111a de:t' JU:nk'(U.cl\ A~~ er11bt sioh ttam;L t 
A~ (~ ,-") -A, IS,OI ~J A,,o.ll . 
11,.~~·"1)-A l ~,o)-A? l~,oi·,:UJA,,d,) d.~ 
A~(~,O),. -JA~,~~~'Ild.'l = -~:[~ }f}An (~.~ )d..) d.~ (27) 
Ii~• dr,tte Mt$S\tohke1t ztt:r Btut1t.ev.ng von A~ {~, 0) hat man 
da~~t?$'~,. data m.Eln die :runktioaA(~,'l) ·~ eia1gen Punkten direkt 
naoh (2') :Del!l'·e,C:Jhntt, w.~a 4J\eiohzt1 tig eine wt~h1U.f!t ;Reohnuna~s­
ki1lll,.Jrdl~\e da~s1~'L \:t~ llln1alpreQhead führt man die Reo~uauna bei 
dem I·Ukt ~Olltfl Bis I~) uad 2~ (5 I~) cl'\Atoh .•. 
Jrwlthn'b w:t:t'.d~Jn a·o\\*C00;b;, dass mtafl bCt1 d$n Zah\enreohnUA-
I*la 'tuutle:tt ~:::.Ti/ 2. v'f anat tVt.• ,-on ~ btn:utat, weit a \ te 
VQctlteuen4ett l!'~kt te>nttl\ etwa bei~ • 3t~ sG :wett e.baelfLustnl 
~t~tnd, dass :tnfUa d!t Re.ohl!li\lns&n 1m a\ \se.m.<d.nen auf den. lereioh 
o 6. ~ ' ?ß,,!S ~••~hrlnltem lta®~ 
11• 111 . (·Ii) 1 (23) 'land (24) 'V'orkomrnendttl Vex-zerrunc•tUl'lk-
tionen i$\ten: une.~hängig, VQU den jewei \1gen Randwe:rteu,. so dass 
$&». sie •in fü;r a\tt Mat tabut1eren 1tanr1. A1.s so:nrittgröase 
wlh\11 Ula da'buili ~wtokmlasig 0 1 1 tur o ' 6 fa o,s,. dann 0,2 
t~ o,s ~ 6 ~, 210 un(l: endtioh 0,4 tür 2, o ' 6 ~ 3;-6. Bei 
IIen lr\l.nkt :t.onea ; (6o) tUt' r·:,6o e - 6~ ) I ( 1 -r ) nimmt man die 
Sobl"ittc~~~use 0"1 füll: o ~rr ' 4 ., we,;,be1 mau a'L~e:rd1ngs, vcir: 
a\t.eJl lilt~ ~er zweit$~ funktit:)%11• ~$0h Zw!IQhenwerte 1n der Nähe 
l I. V~l:l\ t @ 1 brta'IA~l\t~ Die lttnktion 61 e-6"- 6t e ... i2. 1Hlb.U'Lie~t 
P·ll tiil' 41-1 Well'1UJ t' • 0 1 0;05; 0,1 • O,i, 0,5, 0,8, 0,9, 
01~95, o., 98, o. ~9 ur.ul 0; 996, wälarena llt1tt \le,i der lfuuk·t, ion 
?(61)-<P(ot) tU.e· Werte in d&:r !Uthe vo=. T •1Ja:tel:t1· brau,~3ht. 
A\s Interval;'L ta.r 41• •-Wert• nimmt man 'Qrd. diesen. Funk1tonen 
o,.1,. mi'ts .&.liUU'Ull~mM 4tr r-w•:rte ne.he bei 1,. wo en vie\ k\eitle· 
re :t~:til:r'fe.\ \e b:rau\'}ht (etwa pro,P.oX<t~ona1. v 1 ... r ' ) . A\ \erdincs 
b:t-&'U.oht man in di&Jer Gesttuad die :rrunkti onen .nur tn der Umae-
:tnlttl von "!) = 6 1 da sie im tJebrisen na:ne.au konstant sind. 
lte 4ae e'btn s•nsetl11.4•::t'ta Vt~rfahren ztiP:; maeht je4er 
S<~lrut•11!._ d•:r Itt3t•tion et:rut~ srosstu.: 1\eohtnautwantt e:rt'orllerttoh ... 
an muts 4&1\tr ve:ttsuohsta; mit :m.6c't1chat wents It$:1\'&tionsso~rit ... 
'•n aulfzukQ-. •. n." Dai ke:n.lll. man fil'l;"&iohen.,- wenn man als .A.4fcansa· 
fuakti0s:t •1ae Funktion n1dt, die de:tt L~el.tns sohon m~an,1$hat 
n.aht kt~lWlll~. Da eioh 41~: Ge~Jta'tt. der LÖaun,st\Ulktionen! ( S11}) 
m.tt s nur l•ns.aam lr.uie.;rn wird, wird man d~e Re~.Jhnuns unter ... 
< 
te1t•n und zu der Ausgansst6suns b ( ~) an d•r stet te S = 0 
zunlohat die' L6sung 2 aa einer SiHt1.\e ~ 0 e'Qohen, wobei So so 
sewäh 1.\b wird 1 dass 2 (So, 'rl } von b (~) ttooh nioht e. 'L \zu ver .... · 
loh1E~titna 1Jt, ao, dtJ.sa man b (~) in dem. Interva\tO ~ S 6 g0 
a\e :a.u\ \t• Hlherum.g ftl~. das Iterit1c.n:'lsverfah:cen ne:t:untn kann. 
liaohl!lell ll~&fll ('~ 0 ~~) bersohnet b$it, nimmt man diese Funktion 
m:1,., .A.ntana•w•rt ftt:r eitte n$ue Re~ahnu~i iw. In1Hn.•ve. t \So~ 5 ~ 51 
unt 4~~~ &'te:tohmt~itis a\s •rate N~Aherung, Wld wiederho\t dantl 
das pn$& Ve,l'tahrerA.c ll1e G:ttös.ae ven S 0 hltnst vQn der Gestatt 
v~ Q ( ~} ab., Bei tt1Ht:tken Aen:1derunsen von Cl. ;; insbeaondert 
weu o! rs.) 12'011'$ Wlflf'tt fll:Ulimtnt," isrli So lt\eta zu wäh1.tn,; bei 
k\einen We:rtt:n vEtn d! ( ~ ) kann man e; srtisle«tr wth\$n, 
W•iter itt es praktiaoh; nioht b (~) se\'bst ats Auasange ... 
:tunlrb 1on für die It•r•t iGn lU nehmtnl, •ondern die in ~- Bioh ... 
t\Uill ver~ert.'te u.n4 mit d&ll rialltta•n aax:.u1wa!'ten vers1hene 
J\t.:m.~; 1~». 
Zo!S,~J=b(~}·~;;* J (28). 
wobei 
(29) 
cesetzt ist,. und die: V&:rr;errunsatukt1on W" (S) ei" bestimmt 
wird.; 4aes tU.e Gtetohuns (1) von (!ear .tra-ten Nl!lheruna: e~hon 1m 
l!titte't •tfi\\:i :tet. lJUl'lb. Int•IJ~~ttiolll. t.1\ler "/. von Q tlia oo 
erlal\t Mta •ua (1~) mit Hltte d•r RandbecU.n&unacul (2) die 
G\aiohws , 
(ft) + ~t ~ {~ ,oo) "o.(~)· ~1{~ i td.~ + ~ a.'(ßJ]l. }f~. ('0) ~ rp:o ~ '") '( 0 
setzt man aur Abkürzune · 
b _ b'(O) 
0 o- b (O) 
8 = ]llill d.it 
1 o b(O) l 
8z=.1{~)~~ 
·----~~~-·~--~--~~---------------- ---------------. 
( '' b.edt"~Ji1Ht1'i cU.e A'tfLsttuq naoh dem A~&limttht der betreffenden 
'tll~.f "'"'i . 'I:. . h I - ~ b' - !Iab ) "' oilf~~ .... ~.~ on, tt11&H\) - - <i~ 1 - d~ ·.) so fo ... at aue dem , 
An&a tz ( il) , ( ii-9)t 
( ?l·t,.) =B. als)· ~ ~::o o w~~) 
~o(s,oo) =81· o.(sJ·w(~) 
2. J(~ ~d,=B1 ·w[~) 1 
4Ul'Obi 
d .. '\.0"1 ... d ~- w:-~ ~ 
zu fil!tet ael.ll liimd~ 
Dul'oh Jins•tzell.\ cH.•••r Grössen. in (30) erhl\t man die totcen4e 
Ditt•~•uati.a'ts\t·ie~u.tnc zu.r Btet:t.mmung von w (S}: 
dU7:a(~) + ...... z.(k). a'(g) .("+H) + 2.Bo =0 1 · \ d ~ ~ ~ a(~) 81-81 \\,;s, 
(J4): 
!'Ur tie ats erst• :Nä.hf:Cung 11 in die reoht• :Seite det-
G\eishuns (~J •1nzu.tührt,tt4e• Funld1on t&rhäl.t man damit.; 
(t. ) (:) ~ b'tn) J' blnJ ci .. _, ·(~)·(b(ijl)2. A1 5a ~ = Q. ~ • w l~) . b(O) ~ b (O) ~- 'f Q. ':l b (O) 
wt.t •ta \eioht mit lf:t\:ft VO:Jt (26) naQhreohntt. 
F&\\t die at• Antangerwert StSiibtne F\Ulkt :Loa b {~) • o 
i~~J'D.i> atse:a.(.o)· ~- o Wtja (S) •S · o..'(O~j) + ~*" :rux- k\eine werte 
V$tl S s:t\11 10 i11'1 die Lt1sun1 von (1) t~ k\eine Werte von~ 
e.1t ru.nkttcua von Y!.,* = ~~~ sl,'Ltln darste1/\.l)U:;; wie' man durob 
~•n almen au:r ie:L'ts• ~ e:rwähn'ben Ut'b~arstuil zu eine:r- neuen Dif' ... 
te:t-entii&\g\•iohun.ti) ~•1ctn ki-J.l!l, wo'bai ~n ~ .. =Z.t;ja.'o vz:f3 als 
Fuktien vons*::c 2. 'ff \Uld ~*= Y'( /Vi1 bt'b:rlt)~tet •. F~ k'Leine 
S el!'Jl!'\.t man di• gtJWÖ..b.n\iohe. Dtfter$n'tnta\s~eiohuna 
o1 ~* .. ~"~~ a~* Jf..\at* ( *) 1 (•~\_ a~·· +~ ~ -z a~· = ~ ~- Sf ""' 
m.i t den :aandb e~·ttincunsen 
~ * ( 0) :0 I t;;tt { 0} = 1 I ~;-- ( 00) = 0 ( 3'() 
. - - b~ ( *) ö ~* - . < • li.!e lunkt1Glt ·_ ~ - • 0~w ,. die dlteeer Gte 1ohung S$nüst, 1e~ 
salt'fi ih~•n -4~\etturHJ•a il'l Ta:bt't.\e 1 dtr;eflt•t tt •. 
.lta:IHsp:t'eollend (~a) Moht man J•tzt tur die o ... te Nlh~ru.ns 
den Aa,".a'fa~ :. 
(38-) 
lli1Ut1att i;1J, und die Ve:rze~runsatunkt1on'U)(S) wteder aue (JO) 
'bestimmt W1:tr~. Mit 4en Aldtfirßuneen 
B: == b~ 1(0) 
B~ =lb*(~) d.~ 
s; ~J~ .. ~~utd.~ 
(Al-0) 
(4'1} 
•rbl\t ma:n aua ('e) ~~ä (-'9) s ( fJ.o~o = e:. ~~!Sl 
~o(s.~) =B1~a.(~)·vfS·'t.O(~) 
.l (*'r ~d~= 8~. W1·ut ( ~) J 
ad 4\l:ro.)J. lint"t'tt~tl.t <.U .. •••lf1 tl»~s••·n 1n. (J<H t:rciLbt a1Gh die 
wobei jet~t 
. * * t~-8~ •1+H* ~-~ * . 
I4Uiet.z1 Lift, 'l:Ul.d tU.t BezbthU111 - a;B_o8: lft;ll2. tff' benutzt ist, 
41• -~ \•lob:t rr.dt 11\fe "'t~.:ra (J6) ktaehreotuatt. Wesen ur(O) · 
\ ~.) • 1 \tl\\t·t1$ 1hr• Lösunc: 
Druni~ wit4 tn.4t1dh die •rate Näh•~unc A1 für die. reohte Seit• 
voa ('+} : 
R11S.l!)=a(S) r~~~l + Nb"11~) )b"{~)d.~ -fa'(g) {bl~lr (114) 
:Oie da:t;"tiJa ä\lttre'tau:tdl.en iun.k'b icn•n von ~ sind auch in 
',Cabe\'tf 1: tl'.rtb.a\.ten~ 
Da die D1.ftereu.'J.'U.a.\g\e1chung (1) :tür groase Werte von Tl 
eahcn duroh die erste NäBet-uns A(~,~) + B(s,~) VQn (10) vo\\aiiändiS 
get\8st w:Lr'!li (E*selrru ja. :f'üt""'l-+co stärker et•t•n Nu\1 ats A + B ) , 
kEi:=.:~~t me.n auf Grund dieser e~sten lilberuns e1n1&• a'L tsemeine .Aus .. 
saaen m.a~heXt üb•r das Verhatten de:tt Gtu.tchw;tndigteitsverteilunatul 
ia der Ge&•ll4 des Vebersam:&• de~ Grenzsahiaht in die re1bunga.,. 
t:re:t• ltU.iUUtJ:It Str~-'Ullg• 
. lTUX' del'J. Fa\\,. dass d.;ie Grelilizsohioht in einem Staupunkt 'be .. 
~~n~!GJ· a\sc da•s b • 0 :tst un4 a. (~) für k\eine S die Gesta 1.t 
a.(~)=~·o.'(o} '*'•··~ 
h$;'t., verlU1'tt s:toh d.it Lösung vo~ {4) für gr.oaae ~ w:te die Funk-
tiL~~ (7} ' 
i {f,,~J~A{~,~J=;},; J a.(X} Gy{S,?; x ,o) dx 
ietet. man da:t'ia 0 
X=~(1--f) rnit ~= ifr 
~~ •~hä tt um. wege:n ( 2"1 } und '( 23) 
1! "'A(sll) =[ a.(~ (t-$) 'd. </>(6o) = ~] a.(~ · (1- $_)\e .. o;ci CS0 (46> 
d=6 0 I O•G 0 ~ 
0 0 
Da $:\.G\\)!J. jede atetil• lu.nk:t1on bet1eb;Lg ge1aau duroh ein Po'Lynom 
aappr\lflx:Lm:f.•r•n \äset, kenn man für daa :trol.gende annehmenf dass 
(4?) 
a (x) durGh N 
a.(>c)=L A x" V=l\ V 
foEe.e;eb~n 1st. A\tl!l . (46) und ~7) erhä1.t man • wenn man die Potenzen 
von )( mit Hi \:f'e ~es zU.nom1aohen :sata:es ausdrückt t 
Z"-A{~,~)=EAvf' f (-1f {~·)· .t ]. (~)4e-6:rl6'0 
1r ~=O ~~~-es C:So · 








PUr.a~ l,inafrb~eu t'on (50) iP. (48) erhä"Lt man tur 2 die asymp-
1Ullt1Eulhe lti'l'flwioktuna 
-cst H •• t"'' { ~)-1 ( a 2 ) l-A(~.~)=/ii l. Av~ "E k,. ,, -~6'" 4 +Rest ·"" · 
11' l'&1 1eO I q 
l)abei b$dt$t1tet I<~~· die ~~• 
k . =f· (~1)~·v-u : +z·n (53~ 
Yj~ A&~tO ~-A)I(.«+4)!/2)l)l 
tU.• $lieh z\tt dem Ausdt~V.~k I< . _ {fiH vl l-+)JI 
v;~ - (~-'tH · l 2 v-)! ( !li4 l 
zu.sa.mmenfa.ssen ldßt. E.s ist Q.l&o 
, l<v14 = 0 für ar ~ 4 
. . 1<,-,~ fO flJr ..,.~ ~ 
D11un1t ninunt die Entwiok"Luns v~n ~ cu.e Gestat.t an: 
,.._ ( )-'fi: w ~ -l~.f-1t lfij-W{2.jl!ll'! (C:C:.) 
l A ~,Yl -1 r *1A,.~ 6 f;,.,-+6 1 14_)-)l(tv)! + Rest /.r 
oder ausführt:l.oh ge11ohr:Le'ben: 
-Gl _ 6 a. i~A{~,ll) = frir ·A1 ~ +. ... = 5j, o.' (0) · ~ +.... (56) 
Das V•rha~te:n d•r Grttnzsohicnt 1m Uebel'gansssebiet zur 
lu.~Bsexaen reibungsfreien Strt$mu.ng hängt atao :t.n erster Näherung 
nur von dem Verhaltl9n dsr D~uo:kverte.i"t.ung im sts.upual<t ab, Pas 
ai"t.t tUr a\"t.e ~ • Der we1t$re Ver'L~uf der Druokvert&1tung beein";.. 
.. 19 -
ftusst e.\so nur die wandneJ.len Te11.e der Grenzsohiollt. Die Krüm-
mung des Geaohw1ndißkeitsprof1 ts an der Wand 'Y'f = 0 ist ja direkt 
durch den Gradtent,en der Druokvertei tung an d~tr betrefte.;nden 
atel.l.e gegeben: ?~ '1 ( ~,0) == t o.'(~) · 
Ge.riz eatspreohe.nd wte oben kann man einsehen.,. dass s1oh die 
lleaohw1nd1gkei tsprofi l,e in einer Grenzsohioht • die mit dem B'La ... , 
e1w.sprot11.. [3], al.ao mit einer Streake konstanten Druckes be ... 
sinnt, e.symttot1a.oh wie 
-öa 
~1ff ·A0 t .... 
"''e.rlaat.ten • .A1.\gellle1n "Lässt s1'Clh rur Jede Grenzsahiaht zeigen. dtUUJ 
dlaa :&ay~ptot:tsohet Verha\ten der Gesohw.1nd1gke1tsprof1l.e duroh das 
asraptotilfl!lhe Verhatten dea Gosohw1nd1ßke1tsprofits am Anfang 
dea;- GrtU1!iB&h:t.eht seseben 1st. 
Daraus fotgt,, dass das Geschwindigkeitsprofi 't im Druokm1n.1·;;. 
mum ~ ==5 1 e1ne·s Tragftügets,~. wo a.'l~1) 111. 0 1st~, stets vom Btasius"" 
prot,i'L versoh1e,den 1et. Unt&r Umständen braucht diese A'bw&ioh\lng, ~·. 
a1.1..erd1mg.s n1oht sehr gross zu sein. 
Daa 1u &1ner :t'rüllJltren Arbeit [ 1] bttaohr1ebene Ve:rtahrea zur 
a\tgemeinen Lösune der Pra~dt\schen Grenzsoh1olltg\.e1ohw:agen wird. 
all,\e7 er\älltertt~ und der Gang der num.e·risohon Ree-hnung wird 1n 
a\ {,.en 1U.nze\ß&1ten besohrie\'ben •. AUI8fll."dem wird se~e1gt, dass das 
Verha\tea 4er· Grenzsoh1oht 1~ der· Gegend der Ueberganges zu der 
ä\ts~•~•Jli l!'e11:nmsarltte1en Strömuns duroll den Anfans der be'ftf:t'endell. 
Grecnz:ao.h1eh1i a\ao 1m a'L \geme1noa dureh · d&n Staupunkt testce'tegt 
1s1i •. Der weitere Vertaut der Druekverte1 \ung bee1n:f'\usst nur die 
wandaahe·n Geb'ie1.h' der Grenzsehioht, wlhrend er ttas Verhatten der 
Gttsobw1nd1gkeitsvertei\'W\C. am Vebergqg zv :r~t1bungs\osen Strö-
muc \Ulgttlndert. 1.ässt •. Damit tat z.B~ gezeigt ... dass daa 1m Druok-
mill1l.ll'Wn aUftretende GeBchw1ndi&keitsp:tof.1 \ in einer mit einem 
statll"IU1kt 'beginnenden Gren~aGhi.aht stets von dem von lli!l&!i,~ [3] 
für den Falt einer konstante~ Druokvertei1.ung berechneten Profit 
versalateden ist. W1e :weit das "tet$'tere das erstere annähert •. kann 
ers1. naoh Beree:tmung von weiteren Grenzsohiehtem mit oharaktt»:: · , !.:-. 
r1sttao:tl a~aaesueh.t~~tn Druckvertei "Lungen tUltsehieden we.rden. 
,..------~~--------~~-~-------T-----~---------------------------
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